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En este trabajo se exponen resultados de recientes investigaciones efectuadas en la Universidad
de Matanzas relacionadas con la obtencion de modelos adimensionales para la determinacién del
factor de friccion en el interior de tuberias. La investigacion consiste de un analisis de regresion
efectuado entre el factor de friccion, el nimero de Reynoldsy la rugosidad relativa, utilizando para
este fin datos experimentales reportados por diversos autores, estableciéndose una comparacion
con la ecuacion trascendente del factor de friccion de Colebrook, el modelo més exacto conocido,
obteniéndose que no existen diferencias significativas, debido a la alta similitud existente entre
los resultados obtenidos a partir de estos modelos en el rango estudiado de los parametros de
trabajo, aunque la divergencia entre los valores experimentales y los obtenidos por el modelo
propuesto es ligeramente menor.
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This paper presents the results of recent research conducted at the University of Matanzas related
to obtaining dimensionless model for determining the friction factor inside the pipes. The research
consists of a regression analysis performed between the friction factor, Reynolds number and
relative roughness, using for this purpose experimental data reported by various authors,
establishing a comparison with the transcendental equation of Colebrook friction factor, the exact
model knowledge obtained no significant differences due to the high similarity between the results
obtained from these models in the studied range of operating parameters, although the divergence
between experimental values and those obtained by the model proposed is slightly lower.
Keywords: model, regression, factor of friction.

Introduccién

El célculo de la caida de presion por el interior
de conductos rectos es una necesidad de muchos
calculos de proyecto o evaluacion de instalacio-
nes industriales, el cual se realiza a partir de la
ecuacion de Darcy.

|, V?
h=f*—=* (m) @
eq 2*9
donde:
h = AP es1a pérdida de carga (m)
PoRal

Ap es la caida de presion en el conducto, Pa.

p es la densidad del fluido, kg/mé.

g es laaceleracion de la gravedad, m/s?.

f eselfactorde friccion de Darcy, adimensional.

I eslalongitud del conducto por cuyo interior se
mueve el fluido, m.

V es la velocidad del fluido por el interior del
conducto, m/s.

d esel diametro equivalente del conducto, m.
Para conductos de seccion transversal cilindrica

el didmetro equivalente es su diametro interior.

El valor del factor de friccion de Darcy, y la
ecuacion utilizada parasu calculo, depende del régi-
men de flujo. En régimen laminar la expresion gene-
ral desarrollada es la siguiente (Pavlov et al, 1981):

fo A )
Re
donde
A es una constante que depende de la forma

geométrica de la seccion transversal del conduc-
to. Para conductos cilindricos A= 64.

Re es el nimero adimensional de Reynolds, el
cual se calcula como:

Re = Y "da 3)
1%
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donde:
V es la viscosidad cinematica del fluido, m?/s.

En ladenominada zona de transicion del régi-
men turbulento, el factor de friccion es funcién del
nimero adimensional de Reynolds Re y de la
rugosidad relativa e/d, o sea:

= ¢(Re,e/d)

En la literatura consultada, se recogen un grupo
notable de ecuaciones explicitas para el calculo del
factor de friccion de Darcy en tuberias lisas y
rugosas para régimen turbulento, dentro de las cua-

les se destacan las ecuaciones mostradas en la tabla
1, las cuales poseen unadivergenciamaxima aproxi-
madamente igual a al comparar los resultados del
valor del factor de friccién obtenido mediante su
empleo con los datos experimentales disponibles,
segun lo reportado por los autores [Chen et al,
1999], [Crane, 2000], [Fernandez Diez, 2000],
[Mark, 2001], [Nayyar, 2003], [Shames, 2001],
[Wallas, 1999], [White, 2001], [Vennard, 1988],
[Samano, 2003], pero tienen como ventaja la
facilidad que brindan para determinar el valor
numérico del factor de friccion.

Tabla 1
Ecuaciones empiricas para la determinacidn del factor f de Darcy

Ecuacidn Autor vy Rango de | Divergencia
referencias validez maxima (%)
/ 524 (Streeter, 5000 = Re = 10°
d
f=1325% 20007 s | 3.2
[ Rﬂwﬂ n01<e <10
£
= = | {Paviov et al, | 5000< e =108
LI EUPYN E{@]ﬂj 1981) 2,05
n 27 7 n,ms%gmf '
L (5)
= - Miller citado | 5000 < Be < 10°
1 . &% 574
Nl ~2*Log 5+ por (Foc 001 e/ <10 3,24
L mMecDonald,
1995)
(6)
V L - [ Ec.  Haaland | 5000 < Re < 10°
1 i 6,3
" —13* Lo [_?] +ao || | Al Ml noiges<ine
' Haaland, 1,44
1983)
(7

El valor de la rugosidad absoluta , incluido
en las anteriores ecuaciones, varia con el ma-
terial del conducto y con la tecnologia de su
fabricacién. En este trabajo se utilizaran los

valores recomendados por Ramos [23], Shames
[24], Wallas [26], Worth GPSA [29], Vennard
[30] y Samano [31], los que son reportados en
la tabla 2.

TECNOLOGIA QUIMICA Vol. XXX, No. 1, 2010

77



Tabla 2
Valores de e para distintos materiales de los tubos

Tipo de tubo & {rmm)
Tuhos de acero sin costura nz2

Tuhos de acero galvanizada 0124
Tubos de aceros wiejos v herrumbrosos 067 -20
Tuhos de hierro fundido nuevo 0,26

Tuhos de hierro fundido usados 14- 20
Tubos de aluminio lisos 0,015- 0,06
Tuho de latdn, cobre, plomo, (sin costura) 0,0015-0,M
Tuhos de hommigdn sin pulie 3-4

Tubos de homnigdn pulido 0,3-0.8

Colebrook, segun [Chen et al, 1999], [Crane,
2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark, 2001],
[Nayyar, 2003], [Shames, 2001], [Wallas, 1999],
[White, 2001], [Vennard, 1988] y [Sdmano, 2003],
encontr6 que los resultados de las pruebas
experimentales para la zona de transicion del
régimen turbulento son expresados matematica-
mente por la ecuacién de tipo trascendente:

1 €y 251
NI [ﬁ W} ®)

Esta ecuacion es valida para 4000< Re <10%y
5*%10 2 < % <1077

sin embargo, es conocido, y confirmado a la vez
por los experimentos, que en la zona totalmente
rugosael valor numérico del nimero adimensional
de Reynolds deja de ejercer influencia sobre el
factor de friccion, dependiendo este solamente de
la rugosidad relativa del conducto por el cual
circulael fluido.

Elvalor numérico del nimero adimensional de
Reynolds, a partir del cual el factor de friccion
comienzaaser constante es determinado median-
te la siguiente expresion, recomendada por [Kreit
et al, 1999], [Crane, 2000], [Fern&ndez Diez,
2000], [Mark, 2001], [Nayyar, 2003], [Shames,

2001], [Wallas, 1999], [White, 2001], [Streeter,
2000], [Sdmano, 2003] y [Perry et al, 1999]:

Re .y, = 550,01 (% Jr 9)

Elmodelo reportado por Colebrook parael calcu-
lo del factor de friccion permite obtener resultados
maés confiables, ya que, como se afirma, es el de
mejor ajuste a los datos que le dieron origen, aunque
el error de ajuste a los datos utilizados en su obten-
ciény validacionesde + 25 %, segin (White, 2001)
y (Sdmano, 2003), y tiene como inconveniente la
necesidad de implementar un método de aproxi-
maciones sucesivas para determinar el valor del
factor de friccion.

Al comparar los valores del factor de friccion
obtenidos por la ecuacién de Colebrook y por las
ecuaciones reportadas en la tabla 1 se puede
apreciar que existe una divergencia entre estos,
pudiendo apreciarse que los valores calculados
por la ecuacion de Haaland son los de menor
divergencia respecto a los brindados por la ecua-
cion de Colebrook.

La ecuacion de Colebrook fue representada
graficamente por Moody, en forma de un diagra-
ma de Stanton, el cual puede encontrarse en las
siguientes referencias [Chenetal, 1999], [Crane,
2000], [Fernandez Diez, 2000], [Mark, 2001],
[Nayyar, 2003], [Shames, 2001], [Wallas, 1999],
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[White, 2001], [Vennard, 1988], [Sdmano, 2003],
[Streteer, 2000] y [Fox y McDonald, 1995].

Ante la limitante del empleo del método de
aproximaciones sucesivas al calcular el valor del
factor de friccion por la ecuacion de Colebrook y
aque losvalores de divergenciade las ecuaciones
explicitas mostradas en la tabla 1 respecto a la
anterior son aun grandes se ha establecido en este
trabajo el objetivo de establecer una ecuacion
explicita en la zona de transicion del régimen
turbulento que permita obtener con facilidad el
valor del factor de friccion, cuya divergencia
respecto a la ecuacion de Colebrook sea menor
que el de las ecuaciones anteriormente citadas de
la tabla 1 y cuyo error de ajuste a los datos sea
menor del 30 %.

Desarrollo

(Camaraza, 2008) ha generalizado muchos datos
obtenidos a partir de la basqueda de informacion
sobre el tema (Cameron, 1969), (Wood, 1947) y
propone una ecuacion para el calculo del factor fen
lazona de transicion del régimen turbulento, la cual
se expresa de la siguiente forma:

1
f=_——
(A*BY 10
donde:
L% =0,0l

P/ @

B 2497

A2 s
415 32T [%)' [%]

Bl ot 'z @)

En la ecuacion anterior A=0,392 para 0,001 +
e/d y 4000 < Re < 1,81°10°

La ecuacion anterior fue validada con los
datos reportados por Halaand y Moody
obteniéndose una divergencia de 24 %.

La ecuacion propuesta da valores muy cerca-
nos a los obtenidos por la ecuacién de Colebrook,
conunadivergenciaméximade 0,8 %y promedio
de 0,3 %.

El error cometido, por exceso o por defecto,
con respecto al valor obtenido a partir del modelo
reportado por Colebrook se puede evaluar me-
diante lasiguiente ecuacion, conun coeficiente de
correlacién de 97 %.

)

i Sielemor es(+)esporexceso
grror =[1-= [*1 )
f Sielenor es(-)es pordefecto

donde:

5 -2
= 5300% Lr{ [%) ¥ L3697 L ] 14

1374 [F*Re Re*f

rofundizando en el andlisis se obtuvo posterior-
mente (Camarazay Landa, 2008) una mejor ecua-
cion que la anterior para la determinacion del
factor de friccidn de Darcy, la cual es valida en el
mismo intervalo que el modelo de Colebrook,
obtenido eliminando datos de la base utilizada,
quedando escrita de la siguiente forma:

f=|:_2*L¢g[%*D,E?D?—B£]j|-Q )

donde:
12 ERH]
327*|¢e 8
4 =2’296*Lﬂg[%+ R[;é)l " [’l/g,).?ﬁ ] 9

ool

B, = Re* [Log[R.e o [g 1" ﬂ a

Para el caso de tuberias lisas (e/d = 0), el
factor de friccion de Darcy de la ecuacion (15), se
obtiene entonces por la siguiente expresion:

HAres]

donde:

R.eﬂ.ﬁﬁ (19)
=823*% Log| ——
A, =%, og[ 1196]

En maultiples ocasiones en laingenieria practi-
ca se necesita determinar el caudal para un valor
preestablecido de caidas de presion y de didme-
tro, entonces combinando la ecuacion propuesta
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(15) con la ecuacion (1), se obtuvo (Camaraza 'y
Landa, 2008) unanuevaecuacionvalidaenel mismo

intervalo que laecuacion (15), lacual permite calcu-

lar el caudal necesario para un valor de didmetro y
caida de presion preestablecidas, quedando esta
nueva ecuacion de la siguiente forma:

WA APR D, I
b e LY P (11 RV
1] I i i R ey o Ty @

El caudal calculado en (20) es obtenido en m®/s

La ecuacién propuesta, (15), arroja una diver-
gencia maxima de los valores calculados del fac-
tor de friccion con respecto a los obtenidos por el
modelo de Colebrook del orden de + 0,144 %,
valor que fue obtenido implementando un algorit-

P
El’..‘x-
e
015 :
“r g g
ARl
.r.q ]

S

ot

n

mo en la herramienta computacional MATLAB
7.0, concebido para la comparacion de dos
ecuaciones mediante el célculo de la divergencia
de los valores numéricos que estas ofrecen, los
que son obtenidos a partir de iguales valores de
sus variables independientes. Su representacion
gréfica se muestra en la figura 1.

Fig. 1 Graficodeerroresrelativos vs niimero de Reynolds, entre laecuacion de Colebrooky la

ecuacionainvestigar.

Como se observa la divergencia entre estos
modelos es pequefia, pero cabe la interrogante de
cual de estos modelos representa en mejor medi-
dalos datos experimentales que le dieron origen o
se utilizan parasu validacion, por lo cual se realiza
un andlisis de validacion de ambos modelos para
tubos nuevos y limpios, utilizando los valores

almacenados en la base de datos de cerca de 2350
valores creada con los datos reportados por Moody
y Halaand, los cuales fueron obtenidos de las
referencias anteriormente citadas.

El calculo del error relativo al validar la ecua-
cion de Colebrook se muestra en la figura 2,
obteniéndose un valor maximo de 19,98 %.
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edimal

Fig. 2 Graficode validacién de laecuacion de Colebrook con los datos experimentales.

Para la ecuacion que se investiga se encontré un error maximo de validacion del 19,89 %, apreciable

en la figura 3.

[ ]
F
0 R

Fig. 3Graficode validacion de laecuacion propuesta con los datos experimentales.

De los resultados obtenidos se observa una
menor divergencia de los valores obtenidos por la
ecuacion propuesta con los datos experimentales
utilizados en su validacion que el alcanzado por el
modelo de Colebrook, siendo adicionalmente mas
sencilla de implementar en un proceso de célculo
dado, por lo que laecuacion investigaday propuesta
serecomiendaseautilizadaen el rango de valoresde
rugosidad relativa y de nimeros adimensionales de
Reynolds en que fue obtenida y validada.

Si se analiza la ecuacion propuesta para dife-
rentes intervalos de Reynolds y rugosidades se
aprecia que:

1. Existe unaexcelente aproximacion a los valores
experimentales en los intervalos de 10° ( 5710+
y 3000 < Re < 10° ya que el error relativo
maximo oscila entre 5y 12 %, como se muestra
en alguna medida en el ejemplo de la figura 4,
tendiendo a disminuir el error relativo méximo a
medida que disminuye la rugosidad.
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Fig.4 Comparacionentre losvalores del factor de friccion obtenido por laecuacion propuestay
losexperimentales paraunvalor de larugosidad relativa de 0,00015535.

2. Para valores superiores a 105 se aprecia que valor del nimero adimensional de Reynolds, lo
la divergencia entre el modelo y los datos que presupone que pudiese ajustarse un mode-
comienza a ser grande y se incrementa con el lo més exacto a partir de este valor.

Conclusiones Colebrook, lo que facilita su aplicacion en los

célculos de Ingenieria y permite alcanzar una

Se ha obtenido un modelo explicito para la mayorprepisién enla determinac.ién de sus yalo-
estimaci6n del factor de friccion de Darcy en la €S numericosy en los que se deriven a partir del
zona de transicion del régimen turbulento de me-  USO d€ este parametro en un proceso de calculo.
jor ajuste a los datos experimentales que le dieron La representacion matematica del modelo
origen que el modelo trascendente obtenido por explicito propuesto para la zona de transicion es:

f=|:—2*£.og[%*ﬂ,2?ﬂ?—gi]:|

donde:
A2 LS
415 3;2?*[%} {f/d:l us ey

4 =2296% Log| S+ X |y =R£*|:Log[Re *(e/] ﬂ
Siendo valido para los intervalos de 4000 < Re < - Bird, R, et al, "Fenémenos de transporte, Ed. Con-
y 108y 5102 < e/d < 1077 tinental”, Madrid, Espafia, 1992.

] B ) - Charkinov, Priort, "Calculo de compresores

Se ha obtenido una ecuacion que permite el multietapicos”, Ed. Mir, Moscu, URSS, 1981.

célculo del gasto a partir de los valores de caida - Camaraza Medina, Y., "Seleccién y elementos para
de presion, diametro y longitud de la tuberia la explotacion eficiente de un intercambiador de

calor para el enfriamiento del aire de salida de la
primera etapa del compresor multietdpico modelo
A-12X-10", Trabajo de diploma, Universidad de

utilizando el modelo propuesto.
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